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Seit Cartesius hat sich zwischen der Geometrie und 
Algebra eine innige und fruchtbare Wechselbeziehung zum 
Vortheil beider Diseiplinen mehr und mehr entwickelt. Die 
analytische Geometrie dedueirt ihre Sätze vorzugsweise mit 
Hülfe des algebraischen Caleüls und umgekehrt verdankt die 
Analysis ihrer Anwendung auf die Geometrie in nicht gerin- 
gem Maasse die Klarheit ihrer Begriffe, die Einfachheit und 
Deutlichkeit ihrer Ausdrucksweise. Dieser Vortheil geht in- 
dessen verloren, sobald in der zu discutirenden Function die 
Anzahl der Variabelen mehr als drei beträgt, weil eben der 
Raum nur drei Dimensionen hat und die Lage eines freien 
Punktes im Raume durch drei von einander unabhängige 
Coordinaten bestimmt ist. Für Functionen von mehr als 
drei Variabelen wird die geometrische Deutung illusorisch, es 
sei denn, dass man sich entschliesst an Stelle des empirischen 
einen idealen Raum von » Dimensionen zu setzen und die 
Definition der geometrischen Grundbegriffe in passender Weise 
zu erweitern. In der That berechtigt die Analogie gewisser 
Formeln aus der analytischen Geometrie der Ebene wie des 
Raumes zu einer solchen Erweiterung der Begriffe. So ist 
z. B. das Quadrat der Entfernung zweier Punkte P, und Ps 
in der Ebene: 

= (2 — a)” + (ye — yı)?, 
und im Raume: 
r=(a—a)’+ y—- y) + (a — a)". 
Der Cosinus des von zwei vom Coordinatenanfang nach den 
beiden Puncten P, und Pr führenden Geraden gebildeten 
Winkels ist: 
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eg X %2 + Yı Ya 
Vr+y9%.V +9 


» respective 


%% + Yıya 7 21 22 


COSF = 
V + + 22.V x: u ir 


und man bemerkt leicht, wie sich die Formeln für den Raum 
aus denen für die Ebene geltenden durch das Hinzutreten 
der dritten Coordinate 2 ergänzen. Es liegt nahe, solche und 
ähnliche Formeln in derselben Weise durch Hinzufügung wei- 
terer Coordinaten für einen idealen Raum von » Dimensionen 
zu erweitern um für die Untersuchung von Functionen belie- 
big vieler Variabelen ebenfalls eine geometrische Sprache zu 
gewinnen. So wird z. B. allgemein die Bezeichnung „ortho- 
gonale Substitution“, welche ursprünglich nuf auf den Ueber- 
gang von einem zu einem anderen rechtwinkligen Coordina- 
tensystem passt, auf jede lineare Substitution ausgedehnt, 
welche die Quadratsumme der ursprünglichen in dieselbe 
Function der neuen Variabelen überführt. . Eine orthogonale 
Substitution für drei Variabelen x, y, z stellt nun die Bewe- 
gung eines starren Körpers um einen festen Punkt im Raum 
dar. In analoger Weise erörtert die in Crelle’s Journal, 
Band 65 pag. 185 veröffentlichte Abhandlung von Schläfli 
„über invariantive Elemente einer orthogonalen Substitu- 
tion ete.“ die Bewegung eines starren Körpers um einen 
festen Punkt unter Voraussetzung eines Raumes von beliebig 
vielen Dimensionen. Die vorliegende Untersuchung wird sich 
vorwiegend an diese Abhandlung anschliessen, die in dersel- 
ben ohne. Beweis mitgetheilten Resultate vollständig begrün- 
den und zu Ergebnissen führen, die mit den verschiedensten 
mathematischen Problemen in mehr oder weniger naher 
Beziehung stehen und deren Bedeutung ganz unabhängig 
davon ist, ob man einen idealen Raum von » Dimensionen 
gelten lassen will oder nicht. Wir beginnen damit die 


geometrischen Grundbegriffe für einen solchen Raum zu 
definiren. 
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1. Wenn jede der » willkürlichen Variabelen x,, &,, 
....&n für sich einen festen Werth annimmt, so wird durch 
das Zusammengelten dieser » Werthe ein fester Punkt be- 
stimmt und jene » Variabelen können übereinstimmend mit 
dem geometrischen Sprachgebrauche als die Coordinaten eines 
Punktes bezeichnet werden. — Die Gleichungen eines Punktes P 
sind demnach: © = @,%2 = qas,....@n = An, und in gleicher 
Weise wird durch » von einander unabhängige lineare Gleichun- 
sen zwischen den Variabelen x, 2....» ein fester Punkt 
repräsentirt. Die Gleichungen des Coordinatenanfangspunktes 
mr Bene 

Anmerkung. Da alle noch ferner zu definirenden in 
der nachfolgenden Abhandlung auftretenden Oerter den An- 
fangspunkt enthalten, so lassen wir den ausdrücklichen Zu- 
satz „durch den Anfangspunkt gehend‘ weg. 

2. Wenn dieCoordinaten z;, 22... &n nicht fixirt, sondern 
nur in ihren gegenseitigen Verhältnissen gegeben sind, so ist 
ein „Strahl“ bestimmt. Ein Strahl ist daher ebensowohl 
durch die Proportion 

1:2 .....dn 7 0M:A2.:..:liy 
als auch durch »—1 von einander unabhängige homogene 
‚ lineare Gleichungen zwischen den Coordinaten repräsentirt. 

3. Wenn zwischen den » Coordinaten »„—2 von einander 
unabhängige homogene lineare Gleichungen bestehen, wenn 
sich also a—2 Coordinaten als homogene lineare Functionen 
zweier willkürlicher Variabelen ausdrücken lassen, so ist eine 
„Ebene“ bestimmt und die Gleichungen derselben sind in ein- 
fachster Form: 

Kz=zmce+by,m=@xrcH ba y, 0, &n2 = An 2% + In Y. 

4. Wenn zwischen den » Coordinaten n—r homogene 
lineare von einander unabhängige Gleichungen bestehen, wenn 
sich also n—r Coordinaten als homogene lineare Functionen 
von r willkürlichen Variabelen ausdrücken, so ist ein „("), 
d. h. ein lineares Continuum von r Dimensionen“ bestimmt. 
Die Gleichungen eines (oo) sind in einfachster Form: 
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= Er MY 
a=mctby+t a2... 


RE) BEE A a 
5. Die Quadratsumme der Coordinaten eines Punktes 
ist das „Quadrat seiner Entfernung vom Anfangspunkt”. Wenn 
nun eine orthogonale Substitution 
&ı = dı1 BR + dıa &e ee ER, 
da = A321 © + da2 &o re den Cu 


En = Anı &ı + Ana. . 4 Ann u 
als Ausdruck der Bewegung eines en Punktsystems ge- 
fasst wird, so bleibt einerseits der Anfangspunkt fest, anderer- 
seits, da durch eine orthogonale Substitution die Quadrat- 
summe der alten in die Quadratsumme der neuen Variabelen 
übergeführt wird, die Entfernung eines Punktes vom Anfangs- 
punkt ungeändert. Eine solche Bewegung kann daher passend 
als „Bewegung um einen festen Punkt“ bezeichnet werden. 

6. Die Projectionen einer Strecke auf die Coordinaten- 
axen sind die Differenzen der gleichnamigen Coordinaten ihres 
End- und Anfangspunktes. Die Länge der Strecke ist gleich 
der Quadratwurzel aus der Quadratsumme ihrer Axenpro- 
jectionen. 

7. Dividirt man die Coordinaten eines Punktes durch 
seine Entfernung vom Anfangspunkt, so stellen diese Quo- 
tienten beziehungsweise die „Richtungscosinus“ d. h. die Cosinus 
der Winkel dar, welche der Radiusvector mit den Axen 
bildet. | 

Der Cosinus des von zwei Strahlen gebildeten Winkels 
ist, wenn c05 61, 608@2.... COS &n, Tespective cos «1, cos wa... 
C08 &n die Richtungscosinus beider Strahlen sind: 

C08 I — c08 a1 . COS &ı + 008 02.008 @ 2 ... + COS Un . COS Cn. 
Daher ergibt sich, wenn die Coordinaten eines Punktes P 
des einen und eines Punktes P’ des anderen Strahles gegeben 
sind; m 


? 


Hu . 2 + Ly . X EA TEE + «Cn . Un 
V(a? +02...+2)V (X? +02... + 02) 
Die beiden Strahlen OP und OP’ heissen zu einander ortho- 
gonal, wenn 


cos POP’ = 


Mt tea... Finn 0 
ist. Sei nun die «;- Axe der Ort aller Punkte, deren Coordi- 
nate x; beliebig ist, während alle übrigen Coordinaten sämmt- 
lich = 0 sind, so bilden die Coordinatenaxen der xı, @2...“&n 
ein in dem von uns definirten Sinne orthogonales Axensystem. 


1# 
Die unendlich kleine Bewegung. 


Denken wir uns ein absolut festes und ein mit dem um 
den Anfangspunkt beweglichen starren System fest verbundenes 
scundäres Coordinatenaxensystem, so wird ein bewegter Punkt 
gegen dieses letzere dieselbe relative Lage, d. h. diejenigen 
Coordinaten behalten, welche er in dem Augenblicke besass, 
als das secundäre mit dem absolut festen Axensystem coinci- 
dirte. Diesem Anfangszustand entsprach die identische Sub- 
stitution: &ı = «1, 8& = &2,....An—=&%n, deren Determinante 


a ‚0 
ET „0 
RR LEEN ei 


den Werth + 2 hat, welchen Werth die Substitutionsdeter- 
minante nothwendig auch dann besitzt, wenn nach Verlauf 
einer gewissen Zeit # das secundäre (x-)System durch eine 
continuirliche Bewegung in eine Lage gekommen ist, welche 
durch die orthogonale Substitution: 


’ ’ , 
a Me EA Rail SER BE Re + Anfn 
’ ’ ’ 
w=—=0Mıtı FTaealz..:.:..- + Qn&n 


’ ’ 14 
«in > Anı Li Fu ta.rtrei. + Ann®@n 
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ausgedrückt wird. In dieser Substitution bezeichnen die 
Coeffizienten ai, dei... . Ani die Kichtungseosinus, welche die 
x;-Axe gegen das feste (x-)Axensystem zur Zeit 2 besitzt. 
— Betrachten wir die unendlich kleine Bewegung in dem 
nun folgenden Zeitelement dt, so erhalten wir, da die secundären 
Coordinaten (x) ungeändert bleiben und nur die Richtungs- 
cosinus (a) der Axen des secundären Systems unendlich kleine 
‘“ Aenderungen erleiden: 


da = a1 daı + X Dasein + &n Odin 
Öita = wı dası =F X2 dQsae ee zw En daen 
dan = & 1 Om + & a dan2..... + &n ICan- 
Vermittelst der inversen Substitution 
x == Mi 2 't As 28... Fran Kn 
X =(42K + ae X%....+ 02 da 


In =4Ihnd%F Anl... + (nn Cn 
drückt sich nun die Coordinatenvariation dx; durch die Co- 


ordinaten 1, &2.... m aus, wie folgt: 
dr; = das (an U ER + Anı n) 
+ dass (aı2 ir MER. + An2 Cu) 
+ Odin (@ın HAN + A2n %..:... r- Unn u) 
= guidı + gi d2..... + ni Bas 


wobei zur Abkürzung gesetzt wurde: 
Ir = Ari Ca + Ax2 da. ... + rn dan. 
Demnach erhält man für die Verschiebungsprojeetionen dieı, 


dig .... din das folgende Gleichungssystem: 
da = aa go Bei + ni &n 
da — 9ı2 4 + 92242 ..... en In2 &n 


On —= md + ImF2.....7 Ion &n- 
Die analytische Mechanik lehrt, dass sich jede beliebige 
Bewegung eines starren Systems um einen festen Punkt auf 
die Drehung um eine feste Axe reducirt. Dieselbe Frage 
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für eine unendlich kleine Verrückung in einem idealen Raume 
von n Dimensionen gestellt, beantwortet sich durch eine 
Discussion des vorstehenden Gleichungssystems. Für die- 
jenigen Punkte, welche etwa bei der Bewegung ihre Lage 
nicht geändert haben, müssen die Verschiebungsprojeetionen 
da, dig ... dan sämmtlich verschwinden, ihre Coordinaten 
müssen also den folgenden » Gleichungen genügen: 
(1) Nı&ı + ga @2...:. + pr n=0 
gı2 &ı + a2 @2.... + Im de = 0 


Iinkı + gan X2...- + Inn!n =0. 

Sollen diese Gleichungen durch andere; als die Werthe 
M=4...=Mm=0, welche den festen Anfangspunkt be- 
zeichnen, befriedigt werden, so muss die Determinante der- 
selben verschwinden, es muss also: | 

Ge Rdtı 983 2. 0 


sein. 
Zwischen den Coeffizienten einer orthogonalen Substitu- 


tion bestehen en fundamentale Bedingungsgleichungen. 


Es ist nämlich für beliebiges ö 
ar ta3.... tan =1 
und für zwei verschiedene Nummern i, 


dii Az + die dz2 a Ru + din (dxn u 0. 
Die Variationen da sind daher an die Relationen gebunden : 
Ju 0, ix + 9m = 0, oder ia = al 


Die Determinante @ ist demnach schief und symmetrisch ; sie 
verschwindet für ungerades », während sie für gerades » 
ein vollkommenes Quadrat bildet, im Allgemeinen also posi- 
tiv ist. 

Ist. nun » ungerade, so verschwinden, während @ ver- 
schwindet, in der Regel nicht alle ersten Minoren dieser Deter- 
minante. Denn die ersten Hauptminoren sind schief-symme- 
trische Determinanten (n—)ten, also geraden Grades, bilden 
daher vollständige Quadrate und sind im Allgemeinen jede 
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für sich von 0 verschieden. Das System der Gleichungen 
(1), welche die Ruhe eines Punktes ausdrücken, ist alsdann 
nur einfach unbestimmt und wird durch die Proportion: 
(2) Bann aa 

befriedigt, wobei y.:ı die dem Elemente g,; in @ entsprechende 
erste Minore- bezeichnet, und mindestens yı von 0 verschieden 
ist. Alle Punkte, welche bei der unendlich kleinen Bewegung 
unverrückt geblieben sind, liegen auf demjenigen Strahl, 
welcher ebensowohl durch das einfach unbestimmte Gleichungs- 
system (1) als durch die Proportion (2) dargestellt wird: 
kurz für ungerades » gibt es eine feste Axe. 


Ist nun n gerade, so ist im Allgemeinen nicht, wie es 
für die Ruhe eines anderen als des Anfangspunktes erforder- 
lich ist, @=0, es gibt dann ausser dem Nullpunkt keine 
unverrückt gebliebenen Punkte, also auch keine feste Axe: 
in diesem Falle fragen wir nach dem Ort derjenigen Punkte, 
welche eine maximale Drehung erlitten haben. 


Wenn wir mit ds den unendlich kleinen Weg eines be- 
wegten Punktes und mit r seine Eutfernung vom Anfangs- 
punkt bezeichnen, so ist die angulare Verschiebung: 


ds. V dar + da} .... + da 


ne 
a Ve Eu Er 


007.+ de23... + 0m 
2 2 3° 
vr 23... Fan 


®— 


Soll nun für gewisse Werthe &1,22....%n die Function 92 
ein Maximnm werden, so muss ihr erstes Differential, und 
weil 9° eine Function der » willkürlichen Variabelen «ı, 
%2....&n 18t, so müssen alle ersten partiellen Differential- 
quotienten von 9, genommen nach 21, 2%,..... X%n einzeln 
verschwinden. 


Es ist: r?92= die? +da2.... + dei. Diese Gleichung 
partiell nach x; differenzirt ergibt: | 
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03 or? 
r2 92 _ 
“ O4 TR 0 
FR old) Oldies) dan (dan) ) 
S= e(du Te + das Te + at 
Nun war: dw, = g1z X + 92x &2 -... + Inz &u, daher ist 
dx or? 
9 dar) — gi, und wir erhalten, da ausserdem 2 ee 
04 Oi 
107 
are} ei x: 92 
2 % Oi he e: 


— du gr + da gia.... + Sn in 

N 3 ser Sin Als 
wobei zur Abkürzung gesetzt wurde: 

Ji1 Iaı + gi2 922.» »» t Jin Ian = Sir, 
und wobei six = Sii. 


Schliesslich wird: 


1,99 ) | 
ar erzrst T Ssaa. drr (si es 3) Pe RR 
A 


Wir erhalten daher als Bedingung für das gleichzeitige 
Verschwinden aller ersten partiellen Differentialquotienten 
von 9° das folgende lineare Gleichungssystem, welchem die 
Punkte maximaler Winkelverschiebung genügen müssen: 

(sıı — 3°) a + Se 1%9...+ sn mn =0 

(3) 81 Xı + (see — 9) &2 .... + Sn in = 0 


Snıdı Sm L%...+ (Sun _ 3?) a0. 
Die Möglichkeit des gleichzeitigen Bestehens dieser Gleichungen 
für andere als den Nullpunkt ist durch das Verschwinden 
ihrer Determinante bedingt und die maximalen Werthe der 
Function 92 können keine anderen sein als die Wurzeln der 
Gleichung: 
' 1,77. 204 5124 «+.» Sin 
St, 9215 ; s22 — 3°, ....82n eh 
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Anmerkung. Wir bezeichnen vorläufig alle Wurzeln 
3? der Gleichung 8.(9®)=0 als Maximalwerthe, indem wir 
die Entscheidung darüber, ob jede einzelne Wurzel wirklich 
einen maximalen oder minimalen oder auch nur für gewisse 
Punkte constanten Drehungswinkel ergibt, einer späteren 
Discussion des zweiten Differentials von 9? vorbehalten. 


Die Determinante $ (9?) ist das Quadrat der Determinante 


1 —iF, ia, den 
@F(i$) = 9215 922 — 19, .. +. an 
In; In2, +... Inn —W| 


Denn das Element c;. des Quadrats dieser Determinante 
setzt sich aus den Elementen der iten und der «ten Zeile von 
G.(i9) zusammen, wie folgt: 
«> ige + 92 Ir2... + (gi r i9) Iti.»- 
+ gi (2 — 8)... . + gin Jan = Siz — IF (gei + Iiz) 
— Sir, wäl gir + 9a = 0 Ist. 
Ebenso wird: 
Hit gig... + lm— 9)... ga a 
= Si —)2, wegen gi = 0. 
Wird nun die Determinante G (i$) nach Potenzen von 9 
entwickelt, so verschwinden die Coeffizienten der ungeraden 
Potenzen und es wird: 
CI) =A(0) — PEG,(0) + HE 64(0).. 


Il ge (0) re 
und zwar bezeichnet hierin G2.(0) eine atrpintiee 2ater 
Ordnung oder (n —2u)ten Grades für 9?— 0 und & Gx. (0) die 
Summe aller (2), Hauptminoren dieser Art. Offenbar kann 
nun die Gleichung G (i9)— 0 keine negative Wurzel 9? besitzen, 
da sonst alle Glieder von @ (69) positiv würden, also nicht 
die Summe 0 ergeben könnten: die Wurzeln 92 von (9) =0 
sind also entweder positiv oder imaginär. Nun ist aber 
S (92) = [G (i9)]?, folglich besitzt die Gleichung 59?) = 0 
jede einfache Wurzel der Gleichung @ (9) = 0 doppelt und 


13 


jede «-fache Wurzel derselben 2«mal. Dass aber die Gleichung 
S(92)—=0 ihrerseits keine imaginäre Wurzel 9? besitzen 
kann, lässt sich auf folgende Art beweisen. 


Sind die Elemente c;, und c,ı eomplex und conjugirt, 
so verschwindet die Determinante 


| Gı + L, 012, ve 00. Cin 
D —— 231 9’ (22 + d, ve. ee... C2n 
Cni N) Cn25 .. 0.0.0. Cnn + PH 


nur für reelle Werthe von x. Denn hätte die Gleichung 
D=0 eine complexe Wurzel x, so müssten die Coordinaten z 
eines reellen oder imaginären Punktesz das folgende Gleichungs- 
system befriedigen 


a) cf + a2 2a. .A. tr Gina rm 2 
GıLı F ca 22..::-+ @unun>— a 22 
En ?ı + 0m 2... FF mn =— Mn 


und ebenso müssten die Coordinaten z des conjugirten 
Punktes 2, wofern x» die zu x, conjugirte Wurzel bezeichnet, 
den folgenden Gleichungen 


’ ’ ’ ’ 

b) G1ı2ı F @ı ?22.:.: FaiZna = 22%, 
' , [2 ’ 

cG2a2Zı Tr eaa?f2....-+ Cmin— dee 

i ’ ’ ’ ’ 

Gu2ı F C@n22.e.r lan MLfn 


genügen, da die Gleichungen b) von selbst aus den Gleichun- 
gen a) folgen, wenn man + mit —i vertauscht (= —1). 
Multiplieirt man nun die Gleichungen a) beziehungsweise 
mit z1,22.... zn und addirt, so erhält man mit Rücksicht 
auf die Gleichungen b) 

— m(azıt edge. +21) — alaızıt 2efae... +2), 
oder (a1 —as) (zz )=0, und da der Voraussetzung nach aı 
nicht reell, also von «2, und damit x, — 3 von 0 verschieden ist: 

ker) —=0. 
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Da es sich im vorliegenden Falle nicht etwa um die 
Coordinanten des Nullpunktes handelt und das Produet irgend 
zweier conjugirt complexen Werthe z und z’ positiv ist, so 
ist auch I (zz) stets positiv. Die durch die Annahme, dass 
die Gleichung D= 0 eine imaginäre Wurzel besitze, postu- 
lirte Relation I (z2‘) = 0 ist daher unmöglich, jene Annahme 
selbst also falsch und damit die Behauptung bewiesen, dass 
die Gleichung D (x) = 0 nur reelle Wurzeln besitzt. 

Dieser Satz findet auf die Gleichung 
sl. 92, Sıa e...$1n 
$:(32) = 521; Sg — 9° PER na, 


Snty In 0... Sn —U° 
volle Anwendung, da si, reell und = si ist. Demnach sind 
die Wurzeln 92 der Gleichung $(9°) = 0 weder imaginär, 
noch negativ; alle maximalen Werthe 92 sind daher posi- 
tiv und das entsprechende 3 selbst hat nicht etwa einen ima- 
ginären, sondern einen reellen Werth. 

Einer jeden Wurzel 92 der Gleichung 8 (9?) = 0 ent- 
spricht nun ein Ort von Punkten maximaler Verrückung, 
welcher durch die Gleichungen 

(3) (sıı — 9) Xı + s2%2... + Sum =0 
Seı %ı + (sg — 3°) a2... + Son Yun = 0 


Sn 2 sm &@...+ (San — 9?) &n = 0 
repräsentirt wird und dessen Natur davon abhängig ist, ob 
3? eine doppelte oder 2afache Wurzel der Gleichung 8 (92) 
— Dist. 

Je nach diesen beiden Fällen ergeben sich für die Mi- 
noren der Determinante 8 (9°) gewisse Folgerungen, welche 
wir vorerst allgemein. für die Gleichung 

| Ct 2, 012,» »».Cin 
DIE) faule ir. 2. On 


| Oniy Cindy». Can tr ® 
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unter der Voraussetzung ableiten wollen, dass die Elemente 
Ci» und c,; complex und zu einander conjugirt sind. Der zu 
beweisende Satz lautet: 

„Wenn die Gleichung D (z2)=0 eine ofache Wurzel 
2=x0 besitzt, so müssen für = x, alle Minoren erster, 
zweiter ... bis («—Dter Ordnung der Determinante D (x) ver- 
schwinden.“ 

Soll die Gleichung D (x) = 0 die Wurzel 2 = x, afach, 
so muss die Gleichung D’ («) rn _ 0 dieselbe Wurzel 
(« — 1)fach besitzen; mit anderen Worten: Soll D (=) durch 
(2 — x)“, so muss D’(x) durch (« —x0)“"! ohne Rest theil- 
bar sein. Nach steigenden Potenzen von x — xo entwickelt 
ist die betrachtete Determinante 

D(&) =D(x) + (e — ©) 3 Dı (x) + 

(2 — 20)? Z.Dz (2)... + (@— 20)" 2 Da (80)... + (e— 20)", 
und zwar bezeichnet D«(x,) irgend eine Hauptminore ater 
Ordnung und ID. (x) die Summe aller (*) Hauptminoren 
dieser Art. Damit nun 2=x, eine «afache Wurzel der 
Gleichung D(x)= 0 sei, müssen D(&), ZDı (zo), Z.Dz (x) 
22.3 Da-ı (&o) einzeln verschwinden, speciell muss D’ (=) 

—D,(x) durch den Factor («= — x,)“"! ohne Rest theil- 


bar sein. 
Bilden wir zu D(«) die adjungirte und aus derselben 


die partiale Determinante 
Yii, Yir 
Yıi, Yxx 
wobei Di, (x) den Coeffizienten von (cu + &) (x + ®) in D(#) 
bedeutet, so erhalten wir 


= D(«) . Di (x), 


VE 2 D (=) . Dix (2), 
‘R Yix Yri + D(«) Dix (&) 
Ya — SE YTTR TER 


und folglich: 
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D (x) = ED (x) =yı + Ya “... + Yan 
 Yıyıu + Yıayai--..- + YinYnı + D(x) Di («) 


14 
OD) 


Ye Yüi - 
Da 3D.(e) für x—=1,2...n, exel. «=; zu bilden ist, so 
P.4 


folgt, dass Z_D;. (x) die erste Derivirte von yi, also = ya ist. 


Demnach wird 
ee yıyu + Yaya:.- or Yin Yn + D (&) Ya, 

Sei nun yı höchstens durch (= — x,)“i theilbar, so ist 
es der Zähler von D’(z), da der Bruch überhaupt durch 
(2 — x)“ ! theilbar sein muss, durch (« — «)i+«@-1. Das 
letzte Zählerglied D(ax)yu ist für sich jedenfalls durch 
(2 — 20)“ +“! theilbar, denn D(x) enthält der Voraus- 
setzung nach den Factor (@ — x)“, ebenso y; als erste De- 
rivirte von y; den Factor (« — 2)“ !; daher muss auch die 
vorangehende Summe 

Yiıı Yıiı + Yie yai.... + Yin Yni 
durch («= — x)“ +“! theilbar sein. 

Nach der über die Elemente c;, und c.; gemachten Vor- 
aussetzung sind die beiden Minoren yı- und yz ebenfalls zu 
einander conjugirt, woraus folgt, dass yı» und y. gleichzei- 
tig durch dieselbe höchste Potenz von. 2 — x, etwa durch 
(@ — x)“ theilbar sind. Vertauscht man nämlich in dem 


Quotienten ® = Y> — die Variabele « und damit auch 
BR 


© — x, als reell vorausgesetzt — die imaginäre Einheit + 


mit —i, so erhält man für den Quotienten ae den 

en RN 
zu jenem conjugirten complexen Werth. Setzt man daher 
Yr = (a — ©) .pi, 80 Ist yamla— %)r.g, wobei pi 
und g; einander conjugirt und nicht mehr durch 2 — x 
theilbar sind, und es ergibt sich 


EST , 2% 
yıyıit Yyayai.--.tYnfi=-=- (w UN Pxd4x 
” 
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Sei nun unter den ganzen Zahlen a.(«=1,2...n) « die 
niedrigste, so ist die vorstehende Summe durch keine höhere 
als die 2«'te Potenz von («— xo) theilbar. Denn dividirt 
'man die genannte Summe durch (x — x0)?“, so erhält man 
als Quotienten (pq +....), wobei p und g den Factor 
2 — x, Sicher nicht mehr enthalten. Setzt man nun in dem 
Quotienten &= x, so erhält man ein positives Resultat, da 
mindestens p'g positiv ist, die folgenden Glieder allenfalls 
— 0, nicht aber negativ sein können, und hieraus folgt, dass 
der Quotient (pgq +...) den Factor « — xo nicht mehr ent- 
hält. Es war bereits festgestellt, dass die Summe > yix Yzi 


mindestens durch (= — x)“ +“! theilbar sein muss, und 
da sie höchstens durch (x — x,)°“ theilbar ist, so folgt: 

2a >a+m—1, und da >u 

2« >a+ 0 —1, endlich 

a >a—1,d.h.: 
Jede der Minoren yu, yiz.... Yin muss für beliebiges i, kurz: 
es muss jede erste Minore der Determinante D(x) mindestens 
durch (= — 0)“ ! theilbar sein. 


Bilden wir nun aus der zu D(x) adjungirten eine par- 
tiale Determinante ten, d.h. niedrigeren als «ten Grades, 
so ist 

>: Yix Yıs Ytu -- - . = (Da), Dix, 1r8,tuU eo +. 0.3} 
worin Die, rs,tu.. die zur Determinante & + yır Yrs Yin... . IN 
D complimentäre Determinante, also den Coeffizienten des 
Productes ciz Crs tu... In D(x), d. h. irgend eine beliebige 
Minore ter Ordnung — denn i,r,t...,0,5,%... sind je 
ß beliebig aus der Reihe 2, 2....n herausgegrifiene Indices — 
bezeichnet. 


Nun ist jedes Element von I + yı, Yrs, Yu... durch 
(x —- «)"!, diese Determinante selbst also durch («— wo) Pf) 
theilbar; D(x) ist durch («— x)“, (D(«))?-! durch 
(@ — 20)“@—D theilbar, daher muss wegen 
DEN Yıyyısy, Ytu---- = (D (a)P-1 s Dix, 18,tu +». 
2 
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Dix, rs, tu. . durch (= — =, Pe9-@—De, also durch (e«—)* 
theilbar sein. Mit anderen Worten: 

Ist == x, eine afache Wurzel der Gleichung D.(2) = 0, 
so muss für == x, Jede Minore niedrigerer als «ter Ordnung 
verschwinden. — Wollten wir annehmen, dass für = 
auch alle Minoren «ter Ordnung verschwinden, so wäre auch 
sicher XD.(a0)=0 und x—= «x, nicht mehr, wie vorausge- 
setzt, eine ofache, sondern mindestens eine (« + Z)fache 
Wurzel der Gleichung 

D(&) = 0. 
Für «=2 ergibt sich der Beweis des vorstehenden Satzes 
auch in der folgenden einfacheren Weise: 

Soll z= x eine doppelte Wurzel sein, so erhalten wir 
D(&)=0, 3Di(xo) = 0. Gleichzeitig mit Di) ist auch die 
partiale Determinante 
Yüy Yi 
Yıi, Yra 
sobald «= x gesetzt wird. Nun muss Sys —= 0 sein. Ge- 
setzt, eine der ersten Hauptminoren, etwa yı wäre nicht 
— 0, so müsste, weil Yu Yx- = Yir Yai, die Minore yz ent- 
weder gleichzeitig mit yız oder „a0, oder aber mit yu 
vor demselben Vorzeichen sein, da yı, und y„ı zu einander 
conjugirt sind, also ein positives Product ergeben. Jede 
etwa nicht verschwindende erste Hauptminore müsste mit yu 
dasselbe Vorzeichen haben, es könnte also 2y, unmöglich 
verschwinden. Diese für das Vorhandensein einer Doppel- 
wurzel nothwendige Bedingung verlangt daher, dass zunächst 
alle ersten Hauptminoren und wegen yü %x = Yix Yxi Über- 
haupt alle ersten Minoren für = x, verschwinden. 

Der im Vorstehenden begründete Satz, nach welchem 
unter Voraussetzung reeller oder conjugirt complexer Ele- 
mente ci, und c,; die Gleichung D(x) = 0 nur reelle Wurzeln 
hat, und für eine ofache Wurzel dieser Gleichung alle Mi- 
noren erster, zweiter, bis (« — Z)ter Ordnung verschwinden, 
ist in der Algebra von grosser Wichtigkeit. So z. B. spielt 


TAU IHER VIE 0, 


; 
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derselbe eine Rolle bei der simultanen Transformation zweier 
homogener quadratischer Formen @ und w in die Formen 
Ber Yals.ıh fo 
v=SsYy? + SY%.... + SnYyn. 
Anlässlich dieses Problemes findet er sich behandelt von 
Weierstrass in den Berliner Monatsberichten von 1858 und 
1868, ausserdem von Christoffel, der das Weierstrass’sche 
Theorem für bilineare Formen verallgemeinert, in Crelle’s 
Journal, Band 63. In Verbindung mit optischen Unter- 
suchungen ist derselbe Satz entwickelt von Clebsch, Crelle’s 
Journal, Band 62, pag. 232. 


Kehren wir nun zu dem Gleichungssystem 


(sıı — 9°) a +, 12 28....; + SsSna=0 
(3) sı 1 + (92 — #)x2.... + Sen &n = 0 


Sniı #1 + sw air... + (San rocH v2) LCn = 0, 

welchem die Punkte maximaler Winkelverschiebuug genügen 
müssen, zurück. Ist 92 eine doppelte Wurzel der Gleichung 
$(92)=0, so verschwinden ausser $(9?) alle ersten, nicht 
aber alle zweiten Minoren dieser Determinante. Das System 
der Gleichungen (3) wird daher doppelt unbestimmt, d.h. 
reducirt sich auf n — 2 von einander unabhängige Gleichungen, 
und zwei Coordinaten eines Punktes maximaler Drehung 
bleiben willkürlich variabel, während sich alle übrigen n — 2 
Coordinaten als homogene lineare Functionen derselben er- 
geben. Der Ort aller Punkte derselben maximalen Drehung 
$ ist folglich eine Ebene, und wenn alle Wurzeln der Glei- 
chung $(9°)=0 nur doppelt vorkommen, so erhalten wir 
N 
2 ” 
hung. Wir haben bereits gezeigt, dass die Coordinaten zweier 
Punkte P und P’, welche die Gleichungen (3) für zwei ver- 
schiedene doppelte Wurzeln 92 und 9? befriedigen, stets 
die Relation: 


Hauptebenen‘ d. h. Ebenen constanter maximaler Dre- 
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meıt m%a... + m&nm0 
erfüllen. Die nach beliebigen Punkten irgend zweier Haupt- 


ebenen gehenden Strahlen, überhaupt alle verschiedenen nr 


Hauptebenen sind zu einander orthogonal. Wählt man daher 
in jeder Hauptebene zwei zu einander senkrechte Axen, so 
erhält man ein System von n zu einander orthogonalen Axen. 

Wenn 9? eine 2afache Wurzel der Gleichung 8(9?) = 0 
ist, so verschwinden für dieselbe ausser S(39?) auch alle ersten, 
zweiten....(2# — 2)ten, nicht aber alle 2aten Minoren; 
das Gleichungssystem (3) redueirt sich auf n — 2 von ein- 
ander unabhängige Gleichungen, welche also ein lineares Con- 
tinuum von 2« Dimensionen bestimmen, das zu allen übrigen 
Hauptebenen und Hauptcontinuen orthogonal ist. Denn die 
Relation 

> Li Xi —— 
besteht bei zwei ungleichen Wurzeln 92 und 9°? unabhängig 
davon, ob dieselben doppelte oder 2ofache Wurzeln der Glei- 
chung 8(9?) = 0 sind. 

Um schliesslich darüber zu entscheiden, ob eine Wurzel 
3° factisch ein Maximum oder Minimum sei, haben wir das 
zweite Differential dieser Wurzel 9? zu bilden und zu prüfen, 
ob dasselbe immer einerlei Zeichens, oder im Stande ist sein 
Vorzeichen zu wechseln. 


Seien die Coordinaten 1, 2 .... 21 willkürliche Functio- ' 
nen derselben Variabelen t, etwa n =ut, m=üst..... 
nun = Mt, Worin @,0,....@n durchaus willkürliche Coeffi- 
zienten sind, so erhalten wir 

0% 9m 08 
a Be 
H ande a Fu 


2.32 
= (Bamaz er 


die Summe 7 für dh 9.4.0, Wie Ar en 


bilden. — Es hatte sich oben ergeben : 
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2120 
eu „I 2 

r —=Sımı +82... + (Ssi— 9°) zi.. . Sin Xu 
9 da il «1 i2 #2» (Sir ) i in ««n 


Durch RE. Differentiation nach «; erhält man: 
0292 Om ds u 
br (9x1)? ni 0 04 ) De er Ah da 


2 
Für das 92 der betrachteten Punkte ist aber ll —0 und 


0 di 
folglich: 
1.02 er EEE 
AHA I, BELIRE ATEe 
(9 ©)? [Cy A r? 
Ebenso ergibt sich: 
u Se , 
a0 0 Im) a 


Fe — 
9%’ 008% 


ae erhält man das zweite Differential d292 unter der Form 
2 ) 
d? 9? m (u En 3°) ei an no 2Sıa 108... 


\ 
+ (si — 9) a}... + a 


2 
li MO — 9“ “ah att 
£ 
ia PP Oi (x A 
Nun ist aber i _ der Werth von 92 für einen Punkt, 
of 


welcher vor der Bewegung die Coordinaten aı, &e,...@n be- 
sass, und wenn wir diesen Werth kurz mit «a? bezeichnen, so 
erhalten wir 

220} 

— =, — (0? — 92) . di?. 


(4) ge — 


Für irgend welche Punkte muss nun 9? seinen absolut 
grössten respective kleinsten Werth erreichen, und diese Werthe 
können keine andern sein, als die grösste respective kleinste 
Wurzel der Gleichung 8 (92)= 0; «a? kann daher nie grösser 
als jene und nie kleiner als diese werden. Jenachdem 92 die 
grösste oder kleinste Wurzel von 8(39?) = 0 bezeichnet, ist da- 
her d?9? hiermit übereinstimmend beständig negativ, respective 
positiv. Ist aber 9? irgend eine zwischen der grössten und 
kleinsten liegende Wurzel, so vermag d?9? sein Zeichen zu 
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„wechseln und das betreffende 9 ist weder ein Maximum noch 

ein Minimum, sondern die gleiche constante Winkelverschie- 

bung aller Punkte derselben Hauptebene, respective dessel- 
ben Hauptcontinuums. | 

Die etwa unverrückt gebliebenen Punkte werden reprä- 

sentirt durch das oben (8. 9) aufgestellte Gleichungssystem: 
(1) 9ıdı + gaı &2.... + In m =0O 
Jı2 Kı + ea X2.... + 92 nm =0 


Iın Cı + Ian &2-.... + Inn nm=0. 

Unter der im Allgemeinen zutreffenden Voraussetzung, 
dass eine schief-symmetrische Determinante nur bei ungera- 
dem » verschwinden könne, bei geradem n dagegen positiv 
sein müsse, hatte sich ergeben, dass in jenem Falle eine feste 
Axe existirt, in diesem dagegen ausser dem Anfangspunkt 
keine anderen Punkte unverrückt bleiben. Dieser Schluss 
ist gleichbedeutend mit der Behauptung, dass 9—=0 bei un- 
geradem n eine einfache und bei geradem » überhaupt keine 
Wurzel der Gleichung @ (9) = 0 sei. Es lässt sich indessen 
zeigen, dass auch bei geradem » die Wurzel $—=0 existiren 
und auch bei ungeradem n eine mehrfache Wurzel dieser 
Gleichung sein kann, dass allgemein $—=0 eine (2« + 1)- 
oder 2ofache Wurzel der Gleichung @ (i9)—= 0 ist, jenachdem 
n selbst ungerade oder gerade ist. 


Im ersten Falle hat man: 
G(i9) = — iF (EG, (0) — 98. 26; (0) 


n—1 
+93%(0)....+-D? 97), 
im zweiten Falle dagegen: 
G(i9) = (0) — # 262 (0) + 9 23G,(0).... 


hi (mr 18 9", 
wobei alle vorkommenden Hauptminoren ebenso wie im zwei- 
ten Falle @ (0) der Form nach vollkommene Quadrate sind. 
Indessen muss auch ein solches Quadrat dann verschwinden, 
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wenn seine Basis verschwindet, und dieser Fall kann sehr 
wohl eintreten, da die n? Elemente g;, nur den?" +2) Be- 
dingungsgleichungen 
gi = 0, Jia + Ii — 0 
unterworfen sind, ausserdem noch weiteren Relationen genü- 
gen können, vermöge deren die Basis der quadratischen De- 
terminante @ (0) sowie jeder Hauptminore bis zu einer ge- 
wissen Ordnung verschwindet. Aus der ‚vorstehenden Ent- 
wickelung von @(i9) ist nun ohne Weiteres ersichtlich, dass, 
jenachdem » ungerade oder gerade ist, $=0 nur eine (2« +1)- 
oder 2afache- Wurzel der Gleichung @ (#9) —=0 sein kann. 
Entsprechend diesen beiden Fällen lässt das Gleichungssystem 
(1) Jıı #1 + J21 42 ..:. -F Inı an 0 
Jıa &ı + 922 22 .... + 92 &an = 0 


Iin&ı + Im &2....+ Ian din 0 

_ eine ungerade oder gerade Anzahl von Coordinaten willkür- 
lich variabel. Bei der unendlich kleinen Bewegung besteht 
also ein festes Continuum, dessen Dimensionenanzahl gleich- 
zeitig mit » ungerade oder gerade ist; jenes redueirt sich in 
der Regel auf eine feste Axe, dieses auf den Anfangspunkt. 


IE 


Die endliche Bewegung. 


Um die endliche Bewegung zu untersuchen nehmen wir 
wiederum ein absolut festes und ein mit dem drehbaren 
Punktsystem fest verbundenes orthogonales Axensystem an, 
welches beim Anfang der Bewegung mit dem festen coinci- 
dirt. — Bezeichnen wir die Anfangscoordinaten eines Punktes 
mit 21, .%2,-.. &%n, die Endeoordinaten, bezogen auf das feste 
Axensystem, mit &1,&2,.... &n, So wird die ganze endliche 
Bewegung durch die orthogonale Substitution: 
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| 

Cı = O1 % + 412 2 .... + Ain “kn 

’ 

2 = bı &  Qaa de... + Qu a 

En = Ani DAN + (An? u. . .r Onn In 
ausgedrückt. — Das Quadrat der nike eines bewegten 
Punktes von seiner Anfangslage ist: 

N .... + (&n — u). 


Der Quotient in welchem r den ungeänderten Radiusvec- 


y2 ’ 
tor des bewegten Punktes bezeichnet, kann als Maass der 
angularen Verschiebung gelten. 


: Sin 
Es wird RE 2(1— cos 3), 


uAN x ce 2) %9 ..0.. + nn 
c0s IF — ne 
2 
Die angulare Verschiebung wird demnach ein Maximum oder 
Minimum, jenachdem cos ein Minimum oder Maximum wird. 
Wir erhalten nach Substitution der Werthe von &1,&e....&n: 
r? cos $ — &ı (mı &ı + M2#2.... + Qtn n) 
+ & (agı 1 + a»a....+ An &n) 


+ In (Anı zı + Am X2....+ Ann &n) 
= 1 + (a12 + Azı) %ı ta + dee 23 + ; A 
+ award... + (as + Ari) 2. + Am 
Durch partielle Differentiation nach &; ergibt sich hieraus: 
0 cos Fan or? cos} 


ee I: DR ne 
r 'y7 cos >77 Y 3 + 2a cos 9 


— (aı + a) + (a2 + aa) a2..... 
+ 2aui....+ (Ain + Eni) in, 


— (a, +0) ı+(aa + aa) ®2.. 


0c0s# 
0%; 


y!« 


+ 2(an — c0s9) @i.... + (Gin + ni) &n- 


Für Punkte maximaler Winkelverschiebung müssen is 
1 


0cos $ 0 cos# 
—— einzeln verschwinden, muss also das fol- 


iz 
gende Gleichungssystem erfüllt sein: 
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(5) 2a — cos#) xı + (a2 + agı) 2... + (Anı + Ain) Ün 0 
(ası + dı12) + 2 (a22 —= 608 3) X. (Gna + dan) In 0 


(anı + Ayn) 21 + (An2 + An) 2... + 2 (ann — C08F) &n —=0. 
Die Möglichkeit des gleichzeitigen Bestehens dieser Gleichungen 
für andere als den Nullpunkt ist an das Verschwinden ihrer 
Determinante gebunden, d. h. die Cosinus der maximalen 


Drehungswinkel sind die Wurzeln der Gleichung: 


3 (aıı = 608 F), dıa + Qsı .. - Qın 7 An 


U= | as + aı2, 2 (ag2a — 608%)... An + am | = 0 
Ani + Gin Ana + Gm». 2 (Inn — 6089) 
Multiplieirt man U mit der Determinante & + aıı a2... .dun 


der orthogonalen Substitution, so wird. das Element ci, des 
wegen I +41 422... un —=1 mit U identischen Productes Y 


Ce (ai = 411) A + (ai2 + 2) A22..» 


+2 (ai 77.008 $) Oi nt (Ain vr Ani) (sn 


= Qi Axı + Qi2Ax2... + Ain Gen 
+ daaı + Qaa2i... + An Ani 
— 24x 008 4. 
Setzen wir zur Abkürzung 
Axi Qui + Qx2 Agi... + An Ani = ai, 
so ist wegen au axı + Qia Qx2 ... + Ain An = 0 
Cie = Gri — 20x 008 Y. 
Desgleichen ergibt sich: 


Gi (aiı + a1i) dı +... 2(ai — cos 3) amliHsz 


+ (in #- Ani) (in; 
GH=Z2aR + Far ai — 2aicosH 
25, Tr 


—=1+ M— 2aicosH#. 
Sei nun e®—=c0s# +isin 3, ferner 
Adi. e?; d12; -» .- Ain 
Yı (9) = | Ası, Q22 — ar .+ + (@2n 
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I. (— 3) = | Aaı, da2 — ea, ..+(A9n 


Anl, (n2, a Amn ey I, 
so erhält man das Element d;, des Productes 7 (9). 7 (—9) 
aus den Elementen der sten Zeile von 7’(9) und der »ten 
Colonne von 7T(— 9), wie folgt: 
diz = @iı Atx + Qi2 x ... + (ai — et?) qix 
... + dix (Axx Sn a, ... + (din (nz 
— ir — Qir (ei? + e?) — gir — 20x 008 IF 
di = aiı au + Mi aai... + (ai — ei?) (ai — eu) 
.4+ Gin Ani 
— + II — au (dt + E°) 
= gi + 1— 2aucosY, 
und hieraus folgt, dass das Product 7 (9). : mit der 
Determinante V vollkommen identisch ist. 7(9) und 7T(—9) 
sind nun nach Potenzen von ei” resp. ei” entwickelt: 
T(9) = (—- 1 ed? + (— DEUTZ Din.... 
++ (— Ne?’ ZDı +D. 
Til 9) Sr (& 2)» ein + Zp-1 ezia—9 ED, 4 
.+(-De®3D-+D, 
wobei D die Determinante 3 +a1ı Qg2.. .@nn der orthogonalen 
Substitution bedeutet und folglich den Werth + 1 hat. 
‘ Multiplieirt man 7(—9) mit (—2%.ei”, so erhält 
man bei umgekehrter Anordnung der Glieder 
(— 2)” eind T(— $) _ (— 20 D eind + (— 2 ein—1)9 = D, 
HD) Dia +1. 
Nun ist aber D= 1, ferner jede partiale Determinante D; iter 
Ordnung gleich der-complementären Determinate Dy—i (n—i)ter 
Ordnung, und eine Vergleichung der letzten mit der Ent- 
wickelung von 7(9) zeigt, dass 
T)=(—-1? ? T(— 9) 
identisch richtig ist. Man erhält: 
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T-N)=-NeWT0) 
und daher | 
U=V=T(9).T(-9)= (Med (T (9). 
Nun wird der Factor (— z)® ei"? für keinen Werth von 


D=-0, folglich kann U nur dann verschwinden, wenn 7 (9) 
verschwindet. 


In Liouv. J. 19 hat Brioschi den, Satz aufgestellt, 
dass die Gleichung 7(9)—=0 für ungerades » die einzige 
reelle und zwar einfache Wurzel ei? =1 besitze, während alle 
übrigen Wurzeln imaginär und zu zweien reciprok sind, was 
bei geradem » überhaupt von allen Wurzeln ei” gelte. 


Sehen wir vor der Hand von der Ausnahme ab, welche 
dieser Satz erleiden kann, so ist für ungerades n cos$—= 1 
die einzige reelle und zwar einfache Wurzel der Gleichung 
U=0, da jeder Wurzel e'”® der Gleichung 7(9)—=0 eine 
Wurzel cos 3 jener Gleichung entspricht. Im Uebrigen ergeben 
je zwei conjugirte Wurzeln ei” und e-!” dieselbe Wurzel cos# 
doppelt, und wenn ei?, e-i% «fache Wurzeln der Gleichung 
T(9)=0 sind, so ist das entsprechende cos9 eine 2afache 
Wurzel der Gleichung U=0. Für c05$= 1,9 = 0 reprä- 
sentirt daher das Gleichungssystem (5) 


2 (aı —]) + (a2+ agı) BE da (Aın u: Anı) &n —) 
(azı + q12) ar 2 (asa —1) 2 ...+ (asn + An2) el 


(Anı + Aın) &ı + (Ane + An) ©2... + 2 (ann — 1) m = 0 


die feste Axe. Denn für cos$—=1 verschwindet die Determi- 
nante U, nicht aber jede erste Minore, weil eben cos$4=1 
nur eine einfache Wurzel der Gleichung U = 0 ist, auf welche 
Gleichung, da U symmetrisch ist, die oben allgemein nachge- 
wiesenen Sätze, dass nämlich sämmtliche Wurzeln derselben 
reell sein, und dass für eine 2afache Wurzel cos%$ alle ersten, 
zweiten... bis (2«&—2)ten Minoren der Determinante U ver- 
schwinden müssen, volle Anwendung finden. 
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Uebrigens konnten die Gleichungen der festen Axe direct 
in der folgenden, mit der obigen aequivalenten Form erhalten 
werden. Für einen unverrückt gebliebenen Punkt müssen die 
Anfangs- und Endceoordinaten übereinstimmen, müssen also 
folgende Gleichungen erfüllt sein: 


2ı=NıKı + 4412 29.... Tr Ana 
&x2 == A2ı %ı + A9»2X...+ d2n &n 
oder auch 
(auı —1) &ı + a2 2x2... + dann >=0O 
ds 2.4 (ae — Na... + an Hd 
Omı 21 + One &2... + (an — ID) m 0. 


Wir wissen bereits, dass die Determinante dieses Systems, 
nicht aber jede erste Minore derselben verschwindet. Das 
vorstehende Gleichungssytem ist demnach Sk: unbestimmt 
und repräsentirt die feste Axe. 
Für eine doppelte, resp. 2ufache Wurzel cos9 wird das 
Gleichungssystem 
(5) 2lamı —c0sF) &ı + (aı2 + Ası) ©2 ... + (din + An) &n = 0 
(agı +a12) &ı + 2 (ae — cos) 2... + (Qen + An2) in = 0 


(Anı + Aın) 2&ı + (Ang + Qen) 82... + 2 (Ann — C0SF) &n — 0, 
doppelt, resp. 2«fach unbestimmt und repräsentirt eine Ebene, 
resp. ein lineares Continuum von 2« Dimensionen. Auch hier 
ist bei zwei verschiedenen Wurzeln cos#, cos$ für zwei Punkte 
P und P’ die Relation 

Zac; =0 
richtig und alle Hauptebenen, Hauptcontinuen sind zu einander, x 
sowie zur festen Axe orthogonal. 

Für ein gerades » existiren in dem von uns vorausge- 
setzten Falle die Wurzeln e'” = 1, cos#$=1 der Gleichungen 
T (3) = 0, resp. U= O.nicht; es gibt keine feste Axe, sondern 
nur Hauptebenen oder Haupteontinuen. 
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Der oben, pag. 27 angeführte Satz von Brioschi ist, wie 
bereits bemerkt, nicht ausnahmslos richtig. Der bei Baltzer: 
„Theorie und Anwendung der Determinanten“ $.14 No. 9 
mitgetheilte Beweis dieses Satzes stützt sich wesentlich 
auf die Voraussetzung, dass bei geradem » die Determinante 
ZStdude.... dan für düd>=0, di + da = 0 nothwendiger- 
weise positiv sein müsse. Bei Erörterung der unendlich kleinen 
Bewegung ist bereits bemerkt worden, dass eine solche Deter- 
minante verschwinden muss, sobald die Basis, deren Quadrat 
sie bildet, verschwindet. Allgemein wurde bewiesen, dass die 
Gleichung D (y) = 0, welche dadurch entsteht, dass man den 
Diagonalelementen der Determinante I + dıı dee... dnn die 
Variabele y zu und den Werth der neuen Determinante gleich 
Null setzt, die Wurzel „=0 2ofach oder (2u + Dfach (incl. 
a0) besitzt, jenachdem » gerade oder ungerade ist. In 
Berücksichtigung dieser Thatsache ergibt sich nun leicht, dass 
je nach diesen beiden Fällen die Gleichung 7 (9) = 0 die 
Wurzel $=0, ec” —=1 nur als 2«@- respective (2« + Z)fache 
Wurzel besitzen kann. Dasselbe gilt für die Wurzeln = 1, 
cos®—=1 der Gleichung U=0, und das Gleichungssystem 


(5) (2au — 0089) &ı + (ar + azı) &2... + (An + Anı) m = 0 
(ası + ae) Xı + 2 (age — 089) @2 ... + (Qen + Ane) &n = 0 


(Anı + Aın) @ı + (ang + aen) X2 ... +2 (ann — 0089) u = 0 


lässt eine gerade oder ungerade Anzahl von Variabelen un- 
bestimmt, jenachdem cos eine gerade oder ungerade Wurzel 
der Gleichung U =0 ist. 


Bei der endlichen Bewegung eines starren Systems um 
einen festen Punkt existirt also ein festes Continuum, dessen 
Dimensionenanzahl mit » gleichzeitig ungerade oder gerade 
ist; in der Regel redueirt sich dasselbe auf eine feste Axe 
resp. den Anfangspunkt. — In Wirklichkeit tritt für den Satz 
von Brioschi die bezeichnete Modification ein und ein festes 
Continuum von mehreren Dimensionen auf, sobald die orthogo- 
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nale Substitution in mehrere simultane partielle Substitutionen 
für bestimmte Gruppen 1... 2, %a+ı ».... ET 
der n Variabelen zerfällt und mehrere, etwa A, dieser Gruppen 
‘eine ungerade Anzahl von Variabelen umfassen. Dann zer- 
fällt die Determinante 7’(9) in das Produet mehrerer Haupt- 
minoren, und da A gleichzeitig mit n gerade oder ungerade 
Sein muss, so hat dem entsprechend die Gleichung 7 (9) = 0 
die Wurzel $= 0, (e” = 1) 2o- resp. (2« + 2)mal. 

- Um zu beurtheilen, welche Wurzeln cos% der Gleichung 
U= 0 thatsächlich einer maximalen oder minimalen Drehung 
entsprechen, bilden wir das zweite totale Differential von 
indem wir durch die Substitution 


die Function 


PH 
i 


von der einen Veränderlichen # abhängig machen. Es wird: 


0?c054 0m 0, 
2 $— P3 4 # 2 
er © dm da, 08 dt ) er 
Es war bereits gefunden: 
.0c0s 3 
a — = (Qi + Ani) I RE EUR Br: 2 (ai — (08 3) Ki 


02; 
Ä + (aim An) a3 

und hieraus findet sich, da wir das zweite Differential für 

Punkte maximaler Drehung bilden, für welche also alle ersten 

partiellen Differentialquotienten verschwinden: 


02 cos $ Se 
y2 PR 
Ri) 2 Of; 17 “i 


„ 9° cos 4 
AN TE 


Schliesslich erhält man: 


— 2laı — cos 9). 


3l 


y? 
,@ cos # = |[(aıı — cos 9) 0? + (2 + aa) +... 


+ (an —cos#) af +...+ (Air + as) io 

...+ (Ann — cos $) an] dt?. | 

= fe (aix + Qi) 01 0x — cos $ Sat] dt? 
= 2 07. (cos — cos 9] dt?, wobei 
2 (ix + Qxi) ix 
N Be Irz Tao > BETH 
den Verschiebungscosinus irgend eines Punktes bezeichnet, 
der vor der Drehung die ganz willkürlichen Coordinaten 
0, 02...0n besass. Die grösste resp. kleinste Drehung, 
welche überhaupt irgend welche Punkte erlitten haben, ent- 
spricht der kleinsten resp. grössten Wurzel der Gleichung 
U=0 und daher kann cos« nie kleiner als jene und nie 
grösser als diese werden. In Uebereinstimmung mit der An- 
nahme, dass cos9, die kleinste, cos 4 die grösste Wurzel 
bezeichne, ist für dieselben 
d? cos$ 

stets positiv resp. negativ. Ist aber cos$ irgend eine andere 
zwischen cos3, und cosdı liegende Wurzel, so ist die quadra- 
tische Form für d? cos$ nicht mehr definit und die betreffende 
Hauptebene (resp. d. e. Hauptcontinuum) ist der Ort aller 
Punkte gleicher, aber nicht relativ grösster oder kleinster 
Winkelverschiebung 3. - 


Ist cos$ eine doppelte Wurzel der Gleichung U= 0, 
so stellen die Gleichungen 
a) (an — e”)aı + A222 .... + nn 0 
deı 41 + (a22 un © ei \aa Dale e + Ad3n LCn = 0 


Anı 41 + (An? in +»: :» + (Ann — = EN ra 0 
und 
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b) (an — ei )aı + a2 22 .... + Ann =0 


Ası dı + (ase ea: er) u. re 
Anı a + AmAg :... + (Ann Be een =0 


zwei Strahlen dar, welche in der Hauptebene 


Aa = cosF)aı + (aı2 + qası )e Se +(Aın + Anı)n =) 
(ası + aıe)wı + 222 — cos®)w2 ... + (aan + An2)&n = 0 


(Anı + Aın)rı + (Ana + An) 22... + 2(Ann — 608$)n — 0 
liegen und nach den festen imaginären Kreispunkten im Un- 
endlichen gehen. Denn multiplieirt man die Gleichungen a) 
des ersten Strahls beziehungsweise mit aıi,qsi.... Anı und 
addirt, so erhält man wegen Fa} = 1, Fa a,ı = 0 die ab- 
geleitete Gleichung ; j 


— (1% + Qite... + Ani in) e? +0 
oder aiaı Faziae... + (in—e?) zi...+ Anidn —=0. 
Indem man dieses Verfahren für <=1,2...,n ausführt und 
die erhaltenen Gleichungen zu den ihnen entsprechenden des 
Systems a) addirt, so erhält man die Gleichungen der Haupt- 
ebene; der imaginäre Strahl a) liegt folglich in derselben, da 
zugleich mit seinen Gleichungen auch diejenigen der Haupt- 
ebenen erfüllt sind. 


Schreiben wir nun die Gleichungen a) des ersten Strahls 
in der Form: 


1 Fu Br. ram ei? 2 
Ası &ı + Aaa a... + Agn n = dl” a 
Anı %1 + An2 #2...» + (Inn Cn = ei? Xn 


quadriren und addiren, so erhalten wir 

(ir N) +a2...+2)=0. 
Es ist aber ei®—=1, denn @®—= +1 entspricht der festen 
Axe, von welcher hier nicht die Rede ist, und eine Wurzel 
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e® ——1 der Gleichung 7(9)—=0 existirt nicht, woraus 
folgt, dass für alle Punkte des Strahls a) die Gleichung 

a r0..+FTm=0 
erfüllt ist. | 

In derselben Weise lässt sich von dem eonjugirten Strahl 
b) zeigen, dass er in derselben Hauptebene liegt, sowie dass 
seine Coordinaten die Relation #2? +22... + =0 erfüllen. 

Die analytische Geometrie lehrt, dass alle Kreise derselben 
Ebene durch zwei feste imaginäre Punkte der unendlich ent- 
fernten Graden dieser Ebene gehen, und zwar sind dies diejenigen 
Punkte, in welchen der in zwei conjugirte Strahlen & # iy = 0 
degenerirende Kreis x? + y? = 0 die unendlich entfernte Grade 
schneidet, d. h. jene beiden Strahlen gehen nach den beiden 
unendlich entfernten Kreispunkten der Ebene. In gleicher 
Weise haben alle Kreise unserer Hauptebene diejenigen beiden 
Punkte gemein, in welchen der in die beiden conjugirten 
Strahlen a) und b) degenerirende Kreis 2? + @2....+=0 
die unendlich entfernte Grade schneidet, d. h. die beiden 
Strahlen a) und b) gehen nach den festen imaginären Kreis- 
punkten der Hauptebene im Unendlichen. 

Wenn die Gleichung 7(9)—= 0 eine «fache Wurzel ei”, 
die Gleichung U= 0 also eine 2ofache Wurzel cos $ besitzt, 
so bestimmt dieselbe, wie wir gesehen haben, ein (00%), 
welches zu allen übrigen Hauptcontinuen oder Hauptebenen 
orthogonal ist. Nun kann man in jedem (00°) « zu einan- 
der orthogonale Hauptebenen, in jeder Hauptebene zwei zu 
einander orthogonale Strahlen wählen, und diese Strahlen 
bilden zusammen mit der etwaigen festen Axe ein System 
von » orthogonalen Axen. 

In einem (00°) fixirt man nämlich eine Ebene dadurch, 
dass man 2« — 2 der willkürlichen Variabelen als homogene 
lineare Functionen von den beiden übrigen abhängig macht. 
Die den Gleichungen des (0%) hinzugefügten 2« — 2 Glei- 
chungen, welche in dem (©?“) eine Ebene bestimmen, sind 
in einfachster Form 

3 
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zent by 
a=Mbrt+by 


Wa 2 = Ma— 2% + Dia —2Y 

und enthalten also 2(2« — 2) = 4(« — 1) willkürliche Con- 
stanten. Wählt man nun in dem (©0?°)« Ebenen, so ent- 
halten ihre Gleichungen 4u(« — 1) willkürliche Constanten. 
Sollen irgend zwei dieser Ebenen orthogonal zu einander 
sein, so ist die Bedingung nothwendig, dass 

ancı Fra... Fm&n=0 
sei, wenn &1, 22, »... ©n ein beliebiger Punkt der einen, und 
21 ®2 .... &n ein beliebiger Punkt der anderen Ebene ist. 
Alle Coordinaten &ı, & ... &n drücken sich als homogene 
lineare Functionen zweier unabhängiger Variabelen «, y, alle 
Coordinaten 1, &2 .... &n in gleicher Weise durch zwei 
willkürliche Variabele &, y aus. Die obige Bedingungs- 
gleichung nimmt daher die Form an 

ax +by)(aı® +bıy)=0 
oder auch 

EA =ai di-+ xy za bi; 

+ xy Sa; bi + yy zb; ER ER 
Soll diese Gleichung für beliebige Werthepaare von x, y, 
©, y erfüllt sein, so müssen die Coeffizienten von ax, y,, 
xy, yy einzeln für sich verschwinden, und die Bedingungs- 
gleichung für die Orthogonalität der beiden Ebenen löst sich 
in die vier besonderen Gleichungen 

<a; DR = 0, <a bi; ==A) 
30, bı =(, 233 N —U, 

auf. Für die ee Orthogonalität je zweier der « im 
(0%) gewählten Ebenen erhält man daher u 3 ) se 


2a(a — 1) Gleichungen zwischen den 4a(« — 1) Constanten, 
von denen daher 2«(« — 2)-beliebig wählbar bleiben. Wählt 


